Tam sayilar

Tam sayilar, dogal sayilar (0, 1, 2, ...) ve bunlarin negatif degerlerinden olusur (-1, -2, -3, ...).
(-0 say1s1 0 sayisina esit oldugundan ayri b1r tam say1 olarak sayilmaz). Matematikte tam sayilarin timiinti
kapsayan kiime genellikle Z(ya da Z seklinde gsterilir). Burada "Z" harfi Almanca Zahlen (say1lar)
sOzcligliniin bag harfinden gelmektedir.Almancada "zahlen" ¢cok 6nemli bir seydir

Pozitif tam sayilar "0"dan uzaklastikca biiyiir. Negatif tam sayilar ise "0"dan uzaklastikca kiictliir.
En biiyiik negatif tam say1 -1'dir. En kii¢iik pozitif tam say1 ise +1'dir.

Mutlak deger, saymin baslangic noktasina uzakligini ifade eder. Baglangic noktasina esit uzakliktaki sayilar
mutlak degerce esittir. Mutlak deger i¢indeki her say1, mutlak deger disina pozitif olarak ¢ikar.

Tanmim

Tamsayilar dogal sayilarin bir genislemesidir. Her dogal saymin "-/" denen yeni bir 6geyle ¢arpilarak
kiimeye katilmasi olarak diisiiniilebilir. Tabi daha ayrintili olarak, dogal sayilar kiimesinin kartezyen carpimi
lizerine tanimlanacak ve bir dnceki climlenin islevini gorecek bir denklik bagintisi bize tamsayilari inga
edecek.

N x Nkiimesinden sectigimiz (a,b) ve (c,d) 6geleri i¢in "~" (tilda) bagintisi,
(a,b) ~ (e,d) ©at+d=0b+c
seklinde tanimlansin (a+d=b+c dememizin nedeni sezgisel olarak a-b=c-d durumunu olusturmaktir). Bu

bagintinin denklik bagintis1 oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu durumda bu bagintinin denklik siniflari bizim
tamsayilar diyecegimiz 6geler olarak diisiiniilecektir. Her bir denklik sinifi temsilcisini,

(a,b) = [a, 8] = {(a,b) | (a,b) ~ (¢,d)} = {(a,b) [a +d =b+c}

olarak tanimlamis oluruz. Aslinda /a,b/ diye temsil ettigimiz 6ge

a,b]=[a+1,b+1]=---=[a+ kb+ K
seklindedir. Asagida toplama ve ¢arpmayi islerken bu, daha 1yi anlasilabilecektir.

Bu noktada; bizim normalde, a ve b dogal say1 olmak iizere a-b diye bildigimiz tamsay1 aslinda /a,b]
kiimesi oldugu goriilebilir.

a—b=la,b

Yani bu bagintinin bize "eksi" (negatif) kavramini ifade ettigi soylenebilir. O halde, tamsayilar kiimesi
asagidaki boliim kiimesidir:

Z = (NxN)/ ~

Oyle ki (Z, +, - Jiimesi bir halka olusturur.

TARIHI



Tam sayilar kiimesini pozitif tam sayilar, sifir ve negatif tam sayilar diye iice ayirmak gerek. Ciinkii bunlarin
her biri farkli tarihe sahipler. Pozitif tam sayilarin ortaya ¢ikisi tam olarak bilinmiyor. 70 bin y1l 6nce pozitif
tam sayilarin, sayma sayilari olarak kullan1ldigin1 gdsteren belgeler var. ilk kullanimin saymak amaciyla
oldugu anlasiliyor. Giiney Afrika'da bulunmus olan bazi taglarin iizerinde, yilin alt1 ayini, 28'er giinliik ay
takvimine gore sayan, ¢entikler atildigi bulunmustur. Bu ¢etelelerin sayma amaciyla kullanilmasini
matematik olarak nitelemek zor. Sayilar1 ifade etmek icin, her sayiya karislik bir isaretin, bugiinkii
tabirimizle rakamlarin icadi matematigin baslangici sayilabilir. Bu amagla ilk yazili kayitlara M. O. 2000
yillarinda Babil'de rastlaniyor. 60 tabanina gore kurulmus bu say1 sistemi negatif sayilar iginde tasimamakla
beraber, kavram olarak sifir1 bulmak miimkiin. Demek ki, say1 sistemi yazil1 hale getirilinceye kadar,
gelismesi i¢in de bir siirenin gectigini var sayarsak, ilk matematik ile ilgili yaklasik baslangic zamani
kestirimi bulmus oluruz. Negatif sayilarin ilk kayitlarda goriildiigii zaman M.O. 100-50 dénemi Cin'dir.
Hindistan'da Brahmagupta 628'de yayimladigi Brahmasphuta Siddhanta adl1 eserinde bor¢ anlamina gelmek
lizere negatif sayilardan bahsettigi goriiliir. Orta Dogu'da muhasebe kayitlarinda borg veya zarar yerine
negatif sayilarin kullanilmas1 da ayn1 zamanlara rastlamaktadir.. Avrupa'da negatif sayilari ilk Fibonecci'nin
Liber Abaci'sinde goriiyoruz. 1202 yilinda yayinlanmig bu eser, Arap matematigini Avrupa'ya tagimakta
onciiliik etmistir. . Negatif tam sayilarin Avrupa matematiginde tam olarak yerlesmesi 18. yy.'yi
bulur..ayrica glinlimiizde hala ige yaramaktadir ¢cok ise yardimci olur.

Toplama

Tam sayilarda toplama yapilirken sayilar pozitifse toplanir sonuca yazilir. ikiside negatifse toplama yapilir
fakat sonug negatif olur. Zitsa birbirinden ¢ikarilir. Biiyiigiin isareti verilir.

Toplamanin tipkr dogal sayilarda oldugu gibi kalmasi, daha dogrusu bu toplamanin dogal sayilardaki
toplamanin bir genislemesi olmasi gerekir. Bu nedenle tamsayilar agagidaki belitleri saglamalidir: Herhangi
a,b, c tamsayilari igin

a+0=a (birim 6ge)

a+b=b+a (degisme)

a+ (b+c)=(a+b) +c (birlesme)
a+ (-a)=0 (tersinir 63e)

S

Buradaki son madde dogal sayilarda olmayan bir 6zelliktir ve bu 6zellik tamsayilar kiimesini 6bek (grup)
yapar.

Toplamanin tam sayilardaki resmi tamimi
Eger daha 6z (piir) diisiinecek olursak toplama islemi,
0,8 + [e,d) = [a+c,b+d]
seklinde tanimlanarak yukaridaki denklik siniflarinin 6zellikleri sagladig kolaylikla goriilebilir:
e Kiimenin birim &gesi, yani sifir 6gesi [¢,c] olur:
[a,b] +[c,c] = [a+ ¢, b+ ¢] = [a, b
o lslem degismeli olur:
a,6] +[e,d] = [e,d] + [a, b

e Her 6genin tersi vardir:



[a,b] + [b,a] =[a+ba+b]=0
la,b] = —[b, q]

o Islem birlesmelidir:

(2, 8] + ([e;d] +[e, f]) = (|, 8] + [e,d]) + [e, f]

Ayrica,

l=la,a+1
—1;[[:1 ||1,]:1]

gibi denklikler de goriilebilir.

Carpma

Tam sayilarda carpma islemi yapilirken ayni isaretlilerin ¢arpimi pozitif farkl isaretlilerin ¢arpimi ise
negatifdir. B6lme islemindede ayn1 ¢arpma kurali uygulanir ve say1 ayni dogal sayilarda oldugu gibi
boliiniir. ayni isaretli iki tam say1 birbirine béliindiigiinde sonug pozitif, zit isaretli iki tam say1 birbirine
boliindiigiinde ise sonug negatiftir. tam sayilarin sifira boliimii tanimsizdir. sifirin tam sayilara boliimiinde
elde edilen sonug ise sifirdir.

Tamsayilarda carpma islemi dogal sayilardaki carpmayla ayni 6zellikleri gosterir. Carpma islemi, "." imiyle
gosterilir, ancak @ - byazmak yerine dogrudan ab yazmak gelenektendir. Bu maddede de 6yle yapacagiz.

Herhangi a, b, ctamsayilar igin,
1. ai=a (birim 0ge)
2. ab=ba (degisme)
3. a(bc)=(ab)c (birlesme)
ozellikleri saglanir. Tamsayilarda carpmaya gore tersinir 6e yoktur.

Ayrica toplama ile carpmanin birbirleriyle olan iligkisini gdsteren dagilma 6zelligi de vardir:

e a(b+c)=ab+ac (¢arpmanin toplama iizerine dagilma ya da kisaca soldan dagilma 6zelligi)
e (a+b)c=ac+bc (toplamanin ¢arpma iizerine dagilma ya da kisaca sagdan dagilma 6zelligi)

Toplamayla birlikte bu iki islem tamsayilar1 degismeli halka yapar.

Carpmanin tamsayilardaki resmi tanimi
Carpma, tipki yukarida toplama i¢in yapildig: gibi, cebirsel olarak yapilanabilir. Eger carpmayi,
la, bl[e, d] = [ac + bd, ad + b

denklik bagintisi ile tamimlarsak yukaridaki 6zellikler saglanmis olur. Bu tanim tek degerli bir gondermedir.
Bu sonug bagintidan kolaylikla kanitlanabilir ve sonug ortaya ¢ikarA

Carpmanin tersini olarak bélme

Bolme 6ziinde carpmanin tersiniridir. Tamsayilarda bolme, her say1 i¢in tanimlanmamistir. Bu yiizden
boliim her zaman tamsayilar kiimesinin bir 6gesi olmayabilir. bu kadarmau....



